Terminale — Maths complémentaires

Chapitre 1 : Suites et limites

Objectif 1 : Savoir ce que I’on entend par limite d’une suite

Objectif 2 : Savoir faire des opérations sur des limites de suites
Objectif 3 : Savoir déterminer la limite d’'une suite par comparaison

Objectif 4 . Savoir déterminer la limite d'une suite arithmétigue ou
geometrique



Application : QCM




Application Conjecturer graphiquement et avec la précision per-

mise par le graphique, la limite de la suite représentée
dans chaque cas ci-dessous.
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Terminale — Maths complémentaires

Chapitre 1 : Suites et limites

Objectif 1 : Savoir ce que I'on entend par limite d’'une suite

Objectif 2 : Savoir faire des operations sur des limites de suites
Objectif 3 : Savoir déterminer la limite d’'une suite par comparaison

Objectif 4 : Savoir déterminer la limite d'une suite arithmétigue ou
geometrique



1¢" cas : somme de limites de suites

lim U, l l .'. +00 ~o0 +0
n—+co
lim V, [’ +0c0 -0 +00 -00 -0
Nn—+co
lim (U, +1,) [+ +00 ~00 +00 00 - Forme
n—+oo indéterminée

La levee de la forme indéterminée peut s’effectuer en modifiant I'écriture de U, + V..




1¢" cas : somme de limites de suites

Exemple
Soient 2 suites définies pour tout entier natureln : U, =2n%?etV, =-3n +5



1¢" cas : somme de limites de suites

Exemple
Soient 2 suites définies pour tout entier naturel n: U, =2n? et V, =- 3n +5

Ona lim U, =+ et lim V, = -c0. La limite de la somme de ces suites
n—-+oo n—+oo

présente une forme indéterminée.



1¢" cas : somme de limites de suites

Exemple

Soient 2 suites définies pour tout entier naturel n: U, =2n?etV, =- 3n +5

On a lirp U, = +oo et lirjp V, = -0o. La limite de la somme de ces suites
n—+4oo n—>+0oo

présente une forme indéterminée.

Pour lever I'indétermination, on va factoriser 'expression par n?, on obtient :

3 5
Un+Vn:2n2—3n+5:n2(2—;+ ﬁ)



1¢" cas : somme de limites de suites

Exemple
Soient 2 suites définies pour tout entier naturel n : U, = 2n°etV,=-3n +5

On a lim U, = too et lim V, = -co. La limite de la somme de ces suites

n—+oo n—-+oo
présente une forme indéeterminee.

Pour lever 'indétermination, on va factoriser 'expression par n?, on obtient :

3 5
Un+Vn:2n2—3n+5:n2(2—;+ 2

Telle que lim (2—%+ %):2 avec lim >=0et lim ==0

n—>+oo n-+oon n—->+oo le

Par conséquent, lim (U, + 1;,)= lim n?*2 = +o0

n—-+oo n—-+oo



2° cas : produit de limites de suites

lim U, [ [ #0 +00 OU -0 0
n—+oo
lim V, [ +00 OU - +00 OU -0 +co OU -co
n—+oo
lim (U, * 1}) [« +c0 OU -0 +00 OU -0 Forme
n—+oo indéterminée

Comme dans le cas de produits de nombres relatifs, la regle des signes s'applique pour le produit de
limites.




2° cas : produit de limites de suites

Exemple
Soient 2 suites définies pour tout entier natureln: U, =n+2etV,=n-5



2° cas : produit de limites de suites

Exemple
Soient 2 suites définies pour tout entier natureln: U, =n+2etV,=n-5

Ona lim U, =+ooet lim V, =+ co. Par produit, on obtient lim (U,, * V},) = +oo.
n—>+oo n—>+oo n—>+oo



38 cas : quotient de limites de suite

lim U, [ [ #0 [ +0o OU -0 +00 QU -0 0
n—+oco

lim V, ' #0 0 +00 QU -00 [ +00 OU -0 0
n—+4co

: Un [ +co OU -co 0 +co QU -00 Forme Forme
lim — i indéterminée indéterminée
n—+eo 1, [

Comme dans le cas de quotients de nombres relatifs, la regle des signes s'applique pour le quotient de
limites.




38 cas : quotient de limites de suite

Exemple

n-—3
n2+1

Soit la suite définie pour tout entier naturel n : U, =



38 cas : quotient de limites de suite

Exemple
n—3
n2+1

Soit la suite définie pour tout entier naturel n : U, =

La limite du numérateur est +oo, la limite du dénominateur est +co : on a
une forme indéterminée.



38 cas : quotient de limites de suite

Exemple
n-—3
n2+1

Soit la suite définie pour tout entier naturel n : U, =

La limite du numérateur est +oo, la limite du dénominateur est +oo : on a
une forme indéterminée.

Pour lever I'indétermination, on factorise par n le numérateur, et par n? le
dénominateur.



38 cas : quotient de limites de suite

Exemple

n-—3

Soit la suite definie pour tout entier naturel n : U, = ——

La limite du numérateur est +oo, la limite du dénominateur est +o : on a
une forme indéterminée.

Pour lever I'indétermination, on factorise par n le numérateur, et par n? le
dénominateur. On obtient :

3 3
Un = ”2(”1%2 =~ 1+_ , avec nliToo(l ) 1 et nll)rpoo(l +— )— 1 dou



Application

(u,) et (v,) sont deux suites telles que lim u, = —%
n—+ow
et limvy = - etv =0 pour tout n.
n—y+0 7

Déterminer la limite des suites définies, pour tout

entier naturel n, par les expressions ci-dessous.
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U +y
3¢ == 4.d = 1%
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Application

Donner la limite, lorsqu’elle existe, de chaque suite
définie, pour tout entier naturel n non nul, par les
expressions ci-dessous.

a.u, 3 b.v =-3n?

_T
Dy
\/— n



Application

Déterminer la limite des suites définies, pour tout entier

naturel n non nul, par les expressions ci-dessous.
lu=2+4 2. v, =141
n n n

a3 A, i e
3. w, —n3+n 4.1, \/;l+n




Application

Déterminer la limite des suites définies ci-dessous.

32
dile = 3? n+1 hour tout entier naturel n > 2.
n- —ZnFl
2 _
2 = 2”3 1+ 4 ourtout entier naturel .
ni4n+1
3 4 =n=Vn

w pour tout entier naturel n = 1
PP e

Determmer Ia limite des suites définies pour tout entier
naturel n non nul par les expressions ci-dessous.

2
1.un=—3n —21n+1 2. vn=5n3—3n~/;
3+71—

3 2 —
3 :—43111 +2n =1 tnz(n21)(n+2)
n” +n-—4n-3 n“—n+1




Terminale — Maths complémentaires

Chapitre 1 : Suites et limites

Objectif 1 : Savoir ce que I'on entend par limite d’'une suite
Objectif 2 : Savoir faire des opérations sur des limites de suites

Objectif 3: Savoir determiner la limite d’une suite par comparaison

Objectif 4 : Savoir déterminer la limite d'une suite arithmétigue ou
geometrique



Soient deux limites U, et V,, telles que U, <V, a partir d'un certain rang

Si lim U, =+oo, alors lim V, =+ oo,
n—-+oo n—-4oo

Si lim V, =- o, alors lim U, = -oo.
n—-+oo n—-4oo



Exemple
Soient Un = n? ++vn + 1 et Vn = n? définies pour tout entier n.



Exemple
Soient Un = n? ++vn + 1 et Vn = n? définies pour tout entier n.

Onan+1>0,vn+1définie,etvn+1>0.
Donc n? ++n + 1> n? c’est-a-dire Un > Vn.



Exemple
Soient Un = n? ++vn + 1 et Vn = n? définies pour tout entier n.

Onan+1>0,vn+1définie,etvn+1>0.
Donc n? ++n + 1> n? c’est-a-dire Un > Vn.

Comme lim n? =+« c'est-a-dire lim V, =+ o
n—+oo n—-+oo

alors lim U, = +oo.
n—+oo



Soient 2 suites U, et V,, qui convergent respectivement vers | et I
lorsque n tend vers l'infini.

SiU,sV, alors =1,



Soient 3 suites U, V,, et W, telles que U, <V, < W, , a partir
d'un certain rang.

Si U, et W, convergent vers |, alors V,, converge vers |.



Exemple

5x(—1)"
n+4

Soient U, = définie pour tout entier n = 1.



Exemple

5x(—1)"
n+4

Soient U, = définie pour tout entier n = 1.

On apourtoutentiern:-1<(-1)"<1



Exemple

5x(—1)"
n+4

Soient U, = définie pour tout entier n = 1.

On apourtoutentiern:-1<(-1)"<1

Comme ﬁ est positif, on peut multiplier chague membre de l'inegalite par
5

n+4

] -5 5x(—1)1 5
On obtient < D7 -
n+4 n+4 n+4




Exemple

5x(—1)"
n+4

Soient U, = définie pour tout entier n = 1.

On apourtoutentiern:-1<(-1)"<1

Comme ﬁ est positif, on peut multiplier chague membre de l'inegalite par
5

n+4

] -5 5x(—1)1 5
On obtient < D7 -
n+4 n+4 n+4

Or, lim _—5=0et lim i=O

n-+oo n+4 n—-+oo n+4

7 ] hY 7 \ ] . 5 _1 n
Par consequent, d’apres le theoreme d’encadrement, lim D -9
n-+oco n+4




Application

On considére la suite définie pour tout entier naturel

nparu, =n+Vn* +3.
1. Montrer que, pour tout entier natureln,onan < u,.
2. En déduire la limite de la suite (u,)).

On consideére la suite (v ) telle que pour tout entier

naturel n, y < _”++41 :
| n

On suppose que (v,) est convergente.

* Démontrer que lim v < -1.
n—>+00




Application On consideére la suite définie pour tout entier naturel
nparu,=n+sin(n).
1. En utilisant la représentation graphique de la suite
(u,) ci-dessous, conjecturer la limite de (u,,).

u, |

N

2. a. Montrer que, pour tout entier naturel n,on a:
==
b. En déduire la limite de la suite (u,,).



Application

On considére la suite définie pour tout entier naturel n
non nul par:

__rz+-2cos(n)
I n
On a tracé sur une calculatrice les termes de la suite.
L’'axe des abscisses est gradué de 10 en 10. L’axe des
ordonnées est gradué de 1 en 1.

u

1. Conjecturer la limite de la suite ().

2. En utilisant le fait que -1 < cos(n) =< 1 pour tout

entier n = 1, montrer que pour tout entiern = 1:
A—2 2oBTeE

n % n
3. Démontrer la conjecture de la question 1.
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Objectif 1 : Savoir ce que I'on entend par limite d'une suite
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Soit Un une suite arithmetique de 1" terme U, et de raisonr.

Sir>0,alors lim U, = +c.
n—+oo

Sir<Q,alors lim U, = -oo.
n—+oo

Sir=0, alors nl_l)rfoo U, = U,.



Démonstration
OnaU,=U,+nr

Sir>0,alors lim nr=+c et lim (U, + nr) = +co.

n—-+oo n—-+oo
Sir<Q,alors lim nr=-ocoet lim (Uy+ nr) = -co.
n—+oo n—+oo

Sir=0,alors lim nr=0et lim (Uy+nr) =U,.

n—-+oo n—+oo



Soit U, une suite géometrique de 1°" terme U, et de raison q, telle que U, = U *q".

1¢"cas:q=20etU,>0

Siqg>1,alors lim g" =+ et lim U, = +co.
n—-+oo n—+oo

Sig=1,alors lim g"=1et lim U,=U,

n—+oo n—+oo

Si0<g<1l,alors lim g"=0et lim U, =0

n—-+oo n—-+oo



2¢cas:q=20etU,<0

Siqg>1,alors lim gq" =+x et lim U, =-c.

n—+oo n—+oo
Sig=1,alors lim g"=1et lim U,=U,
n—+4+oo n—+4oo

Si0<g<1l, alors lim g"=0et lim U, =0

n—-+oo n—-+oo



Exemple

2

n
Soit la suite géomeétrique V, =-3 * (g) , définie pour tout n entier naturel.

n
Comme 0 < % < 1, alors lim (3) = (.

n—+oo

n
Par produit,ona lim —3 * (%) = 0 c'est-a-dire lim V, =0

n—+oo n-+oo



Remarque

La suite U,,, = a U, + b définit pour tout n entier naturel avec a et b deux
nombres réels est appelée suite arithmético-géometrique.



